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Analise Dimensional

Agora vamos entrar na Analise Dimensional de verdade
Mas o que fizemos na aula passada?

m Postulamos um modelo matematico - equagao diferencial

m |dentificamos as escalas do problema

m Usamos estas escalas para comparar os diferentes termos
da equagao

m De acordo com estimatives, desprezamos alguns termos

m Sera que precisamos das equagdes diferenciais?

NAO - sé comparando estimativas das diferentes contribuicbes
chegamos ao método simplificado.
Da para fazer isso de maneira mais abstrata?



Escoamento ao redor da esfera

F=F(U,D,p,u)

m F - forga de arrasto, N = kg - m/s?

m U - Velocidade da esfera, m/s

m D - diametro da esfera, m

m p - massa especifica do fluido, kg/m?®

m 1 viscosidade do fluido, Pa- s = kg/(m - s)
Sera que podemos usar outras unidades?



Mudando o sistema de unidades

Se mudarmos a unidade de comprimento de m para mm,
multiplicamos o comprimento por um fator L = 1000. Os novos
valores das grandezas variam de acordo com estas regras:

mD —L-D
mlU —L-U
mp — p/L3
my — /L
mF —L-F



Podemos mudar outras unidades

m Comprimento: L
m Tempo: T
m Massa: M
Entao no novo sistema de unidades:
mD —(L)-D
mU —(L/T)- U
m g — (M/L%)-p
m oy —{M/(L-T)}-p
mF — (M-L/T?)-F



Sistema de unidades especifico para meu problema

Quero gue no novo sistema de unidades, o valor numérico de
D, U, p sejai!
Para o comprimento,

1
D

Ja para a velocidade,



Relacao funcional no novo sistema de unidades

B R
L-T "= ,UD Re
M- L F

e £ = pee = ©0

1/Re é o valor da viscosidade neste novo sistema de unidades
e Cp é o valor da forca neste novo sistema de unidades onde
D=U=p =1



Re e Cp independem do sistema de unidades

pe - PUD _ p(M/L%) - U(L/T)-D(L) _ pUD _ Re
I uM/(L-T) I
/ . 2
c, = F F(IM-L/T?) F Co

o/ D2 = p(M/L3) - D2(L2) - U2(L2/T?) = pD2U2 =



A relagao funcional no novo sistema de unidades

F 1
T _F<1,1,1,R—e>

ou seja

CD = CD(RG)



Parece magica né?

Mas nem tanto...
m Velocidade:

m Forcga:

m Densidade

m Viscosidade



Mas e se a fisica for mais complicada?

Escoamento compressivel:

m NUmero de Mach: y
M==
c

m Coeficiente isoentrépico ~:

p o< p?



Usamos unidades sem pensar muito
E metro

m segundo
m kilograma
m Nos

m km/h

m Newtons
m kg-m/s?



Unidades simples e derivadas

m m, S, kg, A, K - Unidades simples
m km/h, kg/m3, W/mK, N - Unidades compostas

As unidades compostas sao formadas a partir de leis fisicas
combinando unidades simples:

mU=L/t
mF=ma
mp=m/L3



Esta distincao ndo é tao clara quanto parece: metro

Definicbes do metro
m 1791: 1/10.000.000 da distancia do equador ao polo Norte

m 1799: Comprimento de uma barra guardada em algum
lugar

m 1889: Uma nova barra

m 1960: Certo numero de comprimentos de onda de uma
linha de emissao Kr-86

m 1983: Distancia que a luz viaja no vacuo durante
1/299.792.458 segundos

m 2019: Mesma coisa mas a definicao do segundo mudou

N&ao seria 0 metro uma unidade derivada a partir de 1983777



Outro exemplo: Forca

No SI, o Newton é derivado usando a segunda lei da Newton
F = ma.
Mas pega um livro em unidades inglesas:

_m‘a
9e

F

O que é esse g:?7?

A forca também pode ser definida a partir da gravitacao

iversal:
universa M - Mo

F=G"

Por qué nao usar esta relagao?



m Tentativa de facilitar e racionalizar
m Hoje nao depende de nenhum objeto fisico
m Usa principios fisicos estabelecidos

m A medida que nossa compreensao da fisica melhora, as
definicoes das unidade podem mudar (e mudaram varias
vezes)

m Conveniéncia, confiabilidade e incerteza baixa
m Unidades de base e derivadas



Dimensao de uma grandeza

m Regra de como o valor numérico de uma grandeza muda
ao se mudar as unidades de base.

m Comprimento: unidade reduz por um fator L o valor
numérico da grandeza multiplica por L

m Velocidade: comprimento(L) / tempo(T), valor numérico da
grandeza: multiplica por L/ T

m Nossa notagao de unidade representa isso de forma
simbolica



Dimensao: notacao de Maxwell

Unidades base variam por fatores L, T, M, etc
As grandezas numéricas variam de acordo com as regras

[a. 7. pme. .

Forga (F): unidade derivada. Em Sl a N = kg - m/s?. Notagao

de Maxwell: M. L
[F] = T2



Classes de sistemas de unidades

O SI é definido para ser o mais geral possivel e conveniente:

m Qualquer problema conhecido pode ser representado
(quando isso nao acontece: Nobel...)

m Existe redundancia: temperatura
Mas e problemas especificos?
m Mecanica: comprimento, massa, tempo LMT
m Pode ser conveniente trabalha com LFT
m Estatica: LF
m Calor: QMO (Flogiston...)

m Vocé usa o que for mais conveniente para o teu
problemal!!

U =o(L,M,T,...)



Porque as dimensdes sao sempre um mondmio?

[u =o(L,M,T,...)= L. M8 TV .
Por qué temos unidades da forma

kg-m
52

kg +m? —s®

TODOS OS SISTEMAS DE UNIDADE SAO EQUIVALENTES!!!



Seja uma grandeza u

[u=¢(L,M,T,...)

Mudando as unidades para sistema 1, o valor de u sera
U = U'¢(L17M‘|7 T17"')

No sistema 2:
Us = U‘¢(L2,M2, TQ,...)

Dividindo w2/ uy
U ¢(Lo, Mo, Tp,...)

ur (L, My, Ty, ..



Mas TODOS os sistemas sao equivalentes!

Considerando o sistema 1 como sistema de unidades original:

Lo My T >

U2:U1¢<L17IVI17T1V"

ou seja

¢ (Lo, Mo, Tp,...) (Lz My T )
& (Ly, My, Ty,...)

BRGVEAY A P



Derivando em relacao a L, e fazendoo Lo =Ly =L

6L¢(L7 Ma T)
o(L,M,T)

a

1
:ZaL¢(1a1v1) L

ou seja
(LM, T) =L*Cy(M, T)

repetindo com Cy(M, T)

Ci=MCoT) — Co=C3T' — ¢=Cl°M°TY

Cs=1 — o¢=L"MT"



Grandezas dependentes e independentes

Escoamento incompressivel ao redor da esfera:
m Classe LMT
m Parametros: D, U, p, ne F
m[D)j=L=L"-M.TO
m[U=L/T=L"M°.T1
mp=M/LB2=L723-M.TO
[y =M/(LT)=L"-M".T
m [F]=ML/T?

5 parametros e 3 dimensdes na classe.
U e D sao independentes:

X
[UPIDY =1 — S =1y =0.x=0



U, D e p sao independentes

X V4
UMDY =1 — = 1 I
ou seja
x+y—-3z=0
—x=0
z=0
Unica solugdo: x =y =z =10



1 € F sao dependentes
Mz M

X
. =1

[U]X[D]}/[p] [M]W =1— TX ’ L3z LW Tw —

X+y—-3z=w
—X=Ww
zZ=-w

Admitindo w = 1,

w=1x=-1y=-12z=-1

Aol _
W

(1] = [PIIU][D]



Teorema dos [s de Buckingham

a:f(a1,32,...,aK,b1,b2,...,bN)

m a4, ..., ak Sao grandezas com dimensdes independentes
m by,..., by sdo grandezas com dimensdes dependentes
m atambém tem grandeza dependente

[a] = [a1]*[ae]” - - - [ak]
[b1] = [a1]*"[a@2]” - - - [ak]™
[b2] = [a1]*?[a@2]2 - - - [ak]™

[bN] — [31]%[3216/\/ . [aK]’YN



Teorema dos [s de Buckingham

Calculamos «, B, ey s at, B1, ey Y1y e QN ONs oy IN
As grandezas

a b
= M= am
aydy - ay a8y ---dag
o b e bu
T o B Y2t T on 8N YN
a8y -+ ag araph .- ay

Tém dimensao 1



Teorema dos [s de Buckingham

Equacao original:

a1 58
I‘I-(a‘{‘agma]():f(a1,a2,...,aK,I'I1~a11az‘--~a7(1,
oo B2 2 N o8N TN
|_|2.gl_I 32 ...aKV“’ﬂN.a1 ag ...aK>

ou seja
ﬂ:]-'(a1,ag,...,aK,I'I1,I'I2,...,I'IN)

mas escolhendo um sistema de unidades onde,
numericamente @y = a = --- = ax = 1:

I—I:n(nhn&--'anN)



Semelhanca

No modelo,

(n)m =1 {(n1)m ) (n2)m R (nN)m}

No prototipo



Simplificacao

Relagao adimensional:
N=n(My,...N0;,...,MNy)

Se

lim I'I(I'I1,...I'I,-,...,I'IN):I'I(I'I1,...I'I,-,1,I'I,-+1...,I'IN):const

I'I,-—>oo

Podemos simplificar o problema!



